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Resumen
En esta comunicacio´n presentamos un sistema en ecuaciones en derivadas parciales
no lineales simplificado que modela un proceso ba´sico en el crecimiento tumores: la
angioge´nesis. Presentamos resultados de existencia de solucio´n positiva del sistema
estacionario en funcio´n de los para´metros del sistema.
1. Introduccio´n
La angioge´nesis es un proceso fundamental involucrado en el crecimiento de tumores.
En dicho proceso el tumor segrega unas sustancias qu´ımicas (englobadas en el te´rmino
TAF) que atraen a las ce´lulas endoteliales (CE) que esta´n en un vaso sangu´ıneo cercano.
Dichas ce´lulas endoteliales van creando una red de capilares que si alcanzan al tumor
proveen a e´ste de nuevos nutrientes para seguir creciendo, y en consecuencia con posibilidad
de meta´stasis.
Hay diversos modelos matema´ticos para modelar dicho proceso, ver [4]. En esta comu-
nicacio´n iniciamos el estudio teo´rico de uno de ellos propuesto por Chaplain, ver [5]. Como
caracter´ıstica fundamental de este modelo esta´ la inclusio´n de un te´rmino que modela el
hecho de que la reproduccio´n de las CE, esencial para la creacio´n de la nueva red vascular,
so´lo se produce cuando el nivel del TAF supera un cierto valor. Adema´s, esta´ el hecho de
que la introduccio´n de TAF en el dominio se produce a trave´s de la pared del tumor, que
es donde se produce. Por eso, hemos incorporado al modelo dos dificultades te´cnicas: la
presencia de una funcio´n no derivable (ver [3]) y una condicio´n de tipo Fourier para el
TAF.
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Figura 1: Un ejemplo de dominio Ω.
A continuacio´n presentamos el modelo: vamos a considerar un dominio acotado Ω ⊂
IRd, d ≥ 1, que incluye al tumor y al vaso sangu´ıneo, y que tiene por tanto tres componentes
disjuntas en la frontera:
∂Ω := Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3,
donde cada Γi es un conjunto cerrado y abierto. Llamemos u y v a la densidad de las
CE y a la concentracio´n de TAF, respectivamente. Suponemos que Γ1 es la exterior, en
la que por tanto vamos a suponer u = v = 0 sobre Γ1. Γ2 es la frontera del tumor y
ah´ı supondremos u = 0 y ∂v/∂n = µv sobre Γ2, donde n representa la derivada normal
exterior y µ ∈ IR como para´metro que indica la cantidad de TAF que segrega el tumor.
Por u´ltimo, en Γ3, la frontera del vaso, suponemos que ∂u/∂n = ∂v/∂n = 0 sobre Γ3. En


















el sistema que estudiamos es el siguiente
−∆u = λu(1− u)G(v) en Ω,
−∆v = −v2 − cuv en Ω,





0 si v ≤ v∗,
v − v∗ si v > v∗,
y λ > 0, v∗ > 0, c > 0. Expliquemos ahora los te´rminos que aparecen en las ecuaciones.
Sobre el TAF estamos suponiendo que hay un te´rmino log´ıstico que evita su crecimiento
incontrolado y un te´rmino de competicio´n con las CE con un grado de competicio´n c. Con
respecto a las CE estamos suponiendo que e´stas no empiezan a reproducirse hasta que el
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TAF no ha alcanzado un umbral, en este caso v∗ > 0. Al alcanzar el TAF este umbral se
reproducen siguiendo tambie´n un ley log´ıstica, con una tasa de crecimiento λ.
En esta comunicacio´n estudiaremos el problema estacionario (1), mostrando condi-
ciones en funcio´n de los para´metros del problema que aseguran la existencia de solucio´n
no trivial. Es evidente que existe siempre la solucio´n trivial (0, 0); el propo´sito de este
trabajo es estudiar bajo que´ condiciones en los para´metros λ y µ existen soluciones no
triviales de (1). Para ello, ba´sicamente usaremos el me´todo de bifurcacio´n y propiedades
de ciertos problemas de autovalores, que sera´n recordados en la Seccio´n 2. En la u´ltima
Seccio´n daremos una interpretacio´n a nuestros resultados.
2. Estudio del sistema
Nuestra intencio´n es estudiar la existencia de soluciones (u, v) cla´sicas de (1) con
u, v ≥ 0 y no triviales. Es consecuencia del principio del ma´ximo fuerte que si u ≥ 0 (resp.
v ≥ 0) y no trivial, entonces es positiva en Ω ∪ Γ3 (resp. Ω ∪ Γ2 ∪ Γ3.)
Estudiemos en primer lugar las soluciones semi-triviales. Es claro que cuando v = 0,
entonces u = 0. Veamos lo que ocurre cuando u = 0. En este caso, la componente v
satisface la siguiente ecuacio´n { −∆v = −v2 en Ω,
B2(µ)v = 0 sobre ∂Ω.
(2)
Antes de comenzar con los resultados principales, introducimos alguna notacio´n. Dada
β ∈ (0, 1) y funciones m ∈ Cβ(Ω), g ∈ C1,β(Γ2) y h ∈ C1,β(Γ3), denotaremos por λ1(−∆+
m;D,N + g,N + h) al primer autovalor del problema
−∆ϕ+mϕ = λϕ en Ω,
ϕ = 0 sobre Γ1,
∂ϕ
∂n
+ gϕ = 0 sobre Γ2,
∂ϕ
∂n
+ hϕ = 0 sobre Γ3.
(3)
Recordemos (ver por ejemplo [1]) que λ1(−∆+m;D,N + g,N + h) es creciente en m, g




λ1(−∆+m;D,N +K,N + h) = −∞,
l´ım
K→∞
λ1(−∆+m;D,N +K,N + h) = λ1(−∆+m;D,D,N + h),
donde λ1(−∆+m;D,D,N +h) denota el autovalor principal de −∆+m con condiciones
homoge´neas Dirichlet en Γ1 ∪ Γ2 y Neumann en Γ3. Por tanto, como la aplicacio´n µ 7→
λ1(−∆;D,N −µ,N) es decreciente, tiende a −∞ cuando µ→∞ y λ1(−∆;D,N,N) > 0,
existe un u´nico µ1 > 0 tal que
λ1(−∆;D,N − µ1, N) = 0.
El siguiente resultado jugara´ un papel muy importante en el trabajo. Su prueba puede
verse en [2], ver tambie´n referencias all´ı para problemas relacionados.
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Proposicio´n 2.1 La ecuacio´n (2) tiene solucio´n positiva si, y so´lo si, µ > µ1. En caso
de que exista, e´sta es la u´nica solucio´n positiva de (2). Denotemos a la solucio´n por θµ.
Adema´s:




‖θµ‖∞ = 0, y l´ım
µ→∞ ‖θµ‖∞ =∞,
3. se tiene que l´ımµ→∞ θµ = z en C2(Ω) donde z es la solucio´n minimal del siguiente
problema 
−∆z = −z2 en Ω,
z = 0 sobre Γ1,
z =∞ sobre Γ2,
∂z
∂n
= 0 sobre Γ3.
(4)
Adema´s, se tiene que
θµ ≤ z en Ω, para toda µ > 0







Por tanto, si µ ≤ µ1 se tiene que v = 0. Supongamos entonces que µ > µ1. Gracias a las
propiedades de la aplicacio´n µ 7→ θµ existe un u´nico µ∗ > µ1 tal que
‖θµ∗‖∞ = v∗.
As´ı si µ ≤ µ∗, se tiene que v ≤ θµ ≤ θµ∗ , y por tanto G(v) ≤ G(θµ∗) = 0, y u = 0. Luego,
a partir de ahora supongamos que µ > µ∗.
Consideremos ahora el problema de autovalores{ −∆u = λuG(θµ) en Ω,
B1u = 0 sobre ∂Ω.
(5)
Observemos que como µ > µ∗, G(θµ) ≥ 0 y no trivial. Adema´s, λ es un autovalor principal
de (5) si y so´lo si
λ1(−∆− λG(θµ);D,D,N) = 0.
Es conocido que la aplicacio´n λ 7→ λ1(−∆ − λG(θµ);D,D,N) es decreciente, que se va a
−∞ cuando λ crece a infinito, y que en λ = 0 vale λ1(−∆;D,D,N) > 0. Por tanto, existe
un u´nico valor, que llamaremos λ0(µ), que hace cero la aplicacio´n. Este sera´ el autovalor
principal (5).
Estudiemos ahora la aplicacio´n µ ∈ (µ∗,∞) 7→ λ0(µ).
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Lema 2.2 Esta aplicacio´n es decreciente, y adema´s
l´ım
µ→µ∗ λ0(µ) =∞, l´ımµ→∞λ0(µ) = λ > 0,
para un cierto valor λ.
Prueba: Como la aplicacio´n µ 7→ θµ es creciente, sigue que λ0(µ) es decreciente.
Por otro lado, sabemos que
0 = λ1(−∆− λ0(µ)G(θµ);D,D,N) ≥ λ1(−∆− λ0(µ)‖G(θµ)‖∞;D,D,N) =
λ1(−∆;D,D,N)− λ0(µ)‖G(θµ)‖∞,
y por tanto,
λ0(µ) ≥ λ1(−∆;D,D,N)‖G(θµ)‖∞ .
As´ı, λ0(µ)→ +∞ cuando µ→ µ∗.
Llamemos H := {u ∈ H1(Ω) : u = 0 en Γ1 ∪ Γ2 y ∂u/∂n = 0 en Γ3}. Consideremos
en H la norma equivalente a H10 (Ω) y tomemos ϕµ la autofuncio´n asociada a λ0(µ) con


























≤ C‖ϕµ‖2H ≤ C.
¤
El resultado principal sobre existencia es el siguiente (ver Figura 2):
Teorema 2.3 Existe un valor µ∗ > µ1 tal que:
1. Si µ ≤ µ1, la u´nica solucio´n de (1) es la trivial.
2. Si µ ∈ (µ1, µ∗) existe tambie´n la solucio´n (0, θµ).
3. Supongamos que µ > µ∗. Entonces, existe solucio´n positiva si, y so´lo si, λ > λ0(µ).
Prueba: Vamos a buscar soluciones en el espacio X = X1 ×X2, con X1 := {u ∈ C1(Ω) :
u = 0 sobre Γ1 ∪ Γ2} y X2 := {u ∈ C1(Ω) : u = 0 sobre Γ1}, y consideremos K el cono de
funciones positivas del espacio anterior.
Como v ≤ θµ, sigue que
0 = λ1(−∆− λ(1− u)G(v);D,D,N) > λ1(−∆− λG(v);D,D,N)
≥ λ1(−∆− λG(θµ);D,D,N),
(6)
y por tanto λ > λ0(µ).
5
M. Delgado, A. Sua´rez
Como las funciones de reaccio´n no son derivables, no podemos usar directamente el
me´todo de bifurcacio´n, as´ı aproximaremos la funcio´n G por una familia Gε(s) de funciones
derivables, crecientes en s, decrecientes en ε, Gε(0) = 0 y tal que Gε → G uniformemente
cuando ε ↓ 0.
Consideremos ahora los problemas aproximados
−∆u = λu(1− u)Gε(v) en Ω,
−∆v = −v2 − cuv en Ω,
B1u = B2(µ)v = 0 sobre ∂Ω.
(7)
Obse´rvese que (0, 0) es solucio´n de (7) y que la u´nica solucio´n semi-trivial es (0, θµ).
Denotemos λε(µ) := λ0(Gε(θµ)) el primer autovalor de
−∆u = λuGε(θµ) en Ω, B1u = 0 sobre ∂Ω.
Es claro
λε(µ)→ λ0(µ) cuando ε→ 0.
Podemos ahora aplicar el Teorema 4.1 of [7] y concluir la existencia de un continuo Cε ⊂
IR× int(K) de soluciones positivas de (7) bifurcando de la solucio´n semi-trivial (0, θµ) en
λ = λε(µ), y tal que Cε es no acotado en IR× int(K).
Acotemos las soluciones en L∞(Ω). Sea (u, v) una solucio´n de (7), como v ≤ θµ,
tenemos acotada la funcio´n v. Por otro lado, sea Ω1 := {x ∈ Ω : u(x) > 1} y supongamos
que Ω1 6= ∅, y sea w := u− 1. Entonces
−∆w ≤ 0 en Ω1,
w ≤ 0 sobre ∂Ω1 ∩ (Ω ∪ Γ1 ∪ Γ2),
∂w
∂n
≤ 0 sobre ∂Ω1 ∩ Γ3.
Sigue ahora por el principio del ma´ximo que el ma´ximo de w se alcanza en ∂Ω1∩Γ3 y que
en tal punto ∂w/∂n > 0 (ver Lema 3.4 en Gilbarg-Trudinger [6]), lo que es un absurdo
con ∂w/∂n ≤ 0. Con lo que Ω1 = ∅.
As´ı, para cualquier solucio´n (u, v) de (7) tenemos
u ≤ 1 y v ≤ θµ, (8)
y por tanto (u, v) esta´ acotada en L∞(Ω) y, por la regularidad el´ıptica, en X. Por otro
lado, repitiendo el razonamiento de (6), podemos mostrar que para λ ≤ λε(µ) el problema
(7) no tiene solucio´n positiva.
As´ı, si denotamos por Π la proyeccio´n de IR×X sobre IR, esto es, Π(λ, u) = λ, se tiene
que Π(Cε) = (λε(µ),+∞).
Ahora aplicaremos el siguiente resultado topolo´gico (ver Teorema 9.1 en [8]):
Lema 2.4 Sea An una sucesio´n de conexos y cerrados conjuntos en un espacio me´trico
completo X tal que l´ım inf An 6= ∅, y ∪nAn relativamente compacto. Entonces, l´ım supAn
es un conjunto no vac´ıo, conexo y cerrado.
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Consideremos el espacio me´trico X y una sucesio´n εn → 0. Sea Cn el conexo obtenido
anteriormente para ε = εn. Vamos a mostrar que Cn satisface las hipo´tesis del Lema 2.4.
Primero observemos que como λεn(µ) → λ0(µ), entonces es claro que l´ım inf Cn 6= ∅.
Adema´s, gracias a las cotas a priori (8), ∪nCn es relativamente compacto. En efecto, si
(λk, uk, vk) ∈ ∪nCn es una sucesio´n acotada en IR ×X, entonces gracias a (8) y la teor´ıa
de regularidad el´ıptica obtenemos que (λk, uk, vk) es acotada en IR× [W 2,p(Ω)]2 para toda
p > 1. As´ı, pasando al l´ımite obtenemos que es convergente en IR×X.
Por lo tanto, concluimos que
C := l´ım sup Cn
es un conjunto conexo, cerrado y no vac´ıo. Usando ahora un argumento esta´ndar, se puede
mostrar que los elementos de C son soluciones de (1).
Probaremos que C no degenera, esto es, que C no degenera al eje λ = λ0(µ), o las
soluciones (0, θµ) o (0, 0).
Primero, observemos que en λ = λ0(µ) el continuo no puede degenerar ya que (1) no
tiene solucio´n para λ = λ0(µ).
Supongamos que para una sucesio´n de soluciones (λn, un, vn) ∈ Cn de (1) se tiene que




Entonces, se tiene que
−∆Un = λnUn(1− un)Gεn(vn),
y por tanto −∆U = 0 in Ω, B1U = 0 sobre ∂Ω, y ‖U‖∞ = 1, una contradiccio´n.
Ana´logamente, si (λn, un, vn) ∈ Cn es tal que (λn, un, vn) → (λ, 0, θµ) con λ > λ0(µ),
entonces
−∆U = λUG(θµ),
y por tanto λ = λ0(µ), de nuevo una contradiccio´n.
3. Interpretacio´n de los resultados
Para interpretar los resultados, fijaremos uno de los para´metros y moveremos el otro.
Para ello es importante observar la Figura 2 donde hemos representado las regiones es-
tablecidas en el Teorema 2.3.
1. Supongamos que fijamos 0 < λ ≤ λ. En este caso, para cualquier valor de µ no
hay solucio´n positiva de (1), de hecho, so´lo existe la solucio´n trivial si µ ≤ µ1 y la
semi-trivial de la forma (0, θµ) si µ > λ1. As´ı, si la tasa de crecimiento de las CE
es pequen˜a, no ocurre la angioge´nesis independientemente del valor de µ, es decir
independientemente del TAF que segregue el tumor.
2. Supongamos que λ > λ. En este caso, existe µ0 > µ∗ > µ1 tal que λ = λ0(µ0). As´ı, si
µ ≤ µ1 la u´nica solucio´n es la trivial, si µ ∈ (µ1, µ0) adema´s existe la solucio´n semi-
trivial (0, θµ). En ambos casos, tampoco ocurre la angioge´nesis. Es decir, si el TAF
que genera el tumor no es mucho, la angioge´nesis no ocurre. En cambio, si µ > µ0
existe una solucio´n positiva del sistema (1) y por tanto la angioge´nesis ocurre; esto
es, si el tumor segrega suficiente TAF la angioge´sis se lleva a cabo.
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Figura 2: Regiones de existencia en el plano λ− µ.
3. En [3] se consideraba un sistema similar con condiciones de contorno Dirichlet ho-
moge´neas, pero con una funcio´n de reaccio´n µv − v2 − cuv en el TAF, que podr´ıa
modelar tipos de ca´ncer difusos, en los que las ce´lulas cancer´ıgenas se encuentran
diseminadas en el o´rgano y la introduccio´n de TAF se hace en todo e´l. En este caso,
para cualquier λ > 0 ten´ıamos que exist´ıa un valor µ0 para el cual si µ > µ0 se
produc´ıa la angioge´nesis.
Nota 3.1 De forma similar que en [3] se puede probar que hay un u´nico estado de coe-
xistencia si c es pequen˜o.
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